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RESUMEN

En el desarrollo de las ciencias es indispensable aplicar modelos que describan matematicamente
los fendmenos que se presentan en su objeto de estudio, como lo es la sinapsis y la difusion de
glutamato en ella.

Haciendo uso de los conocimientos adquiridos en el curso “Métodos Matematicos I’ de la
licenciatura en Fisica y Matematicas se modela el espacio sinaptico como un cilindro y se resuelve
la ecuacion diferencial homogénea de difusion en coordenadas cilindricas mediante el método de
separacion de variables. Al graficar las soluciones de acuerdo a las distintas variables es mas
sencillo entender de manera matematica como actia el fenémeno y las posibles variaciones en su
comportamiento.

En general la coordenada radial, al ser separada, esta dada por la ecuacién de Bessel y sus
respectivas soluciones, particularizandose éstas segun las condiciones de frontera que se
impongan al problema. La solucién a la parte temporal, por la forma de la ecuacion y debido a que
se esta resolviendo la ecuacion homogénea, queda como una exponencial decreciente. Las
soluciones para nuestras dos coordenadas restantes dependen exclusivamente de nuestras
condiciones de frontera, aunque solo tienen la oportunidad de ser funciones senoidales 6
hiperbdlicas. En el caso particular a desarrollar, la solucién en el eje z, quedara como un seno
hiperbdlico, mientras que para la coordenada azimutal sera simplemente una constante, ya que se
impondra simetria para esta variable.

1. INTRODUCCION

El uso de ecuaciones diferenciales es cada vez mas necesario para el estudio de diversos
fenédmenos en distintas areas como la Neurobiologia. Para esta Ciencia es importante conocer los
procesos de comunicacion neuronal. Nosotros nos centraremos en la comunicacion quimica, la
cual se da mediante difusion de diversas sustancias, como el glutamato. Este aminoacido es el
principal excitador del sistema nervioso central (SNC) y co-responsable de la memoria y el
aprendizaje, aunque en grandes concentraciones puede provocar neurotoxicidad, causando asi la
muerte de las neuronas. El tipo de comunicacién neuronal denominada “quimica”, tiene lugar en el
espacio sinaptico, lugar donde es transferida la informacion entre neuronas. Este sera el espacio
fisico donde se hara uso de los recursos aprendidos durante el curso “Métodos Matematicos I”, de
la ESFM-IPN.

2. METODOLOGIA

2.1 Condiciones de frontera

Haremos consideraciones geométricas y temporales sobre el problema, a estas
consideraciones las llamaremos condiciones de frontera CF.

Consideremos que el neurotransmisor no escapa del espacio sinaptico. Consideremos también
que la concentracion en la membrana presinaptica no cambia, ie, aqui para todo tiempo tendremos
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uy, y para la postsinaptica sera 0. Cuando el fendbmeno comienza, en t=0, se tendra una

distribucién inicial, esta debe ser acorde a las otras CF. A esta distribucion inicial le llamaremos

f=f(0,z2). Pondremos el origen vertical z=0 en la membrana postsinaptica. Impondremos
simetria para la coordenada angular. Lo anterior se escribe de la siguiente manera:

u(r,0,z = 50nm;t) = u, 1)

2)

(
u(r,0,z=0;t) =0 (
u(r=c¢0,z;t) =0 (3)
uy(r,0,z;t =0) = f(r,0,2) 4)
u(r, 0y, L;t) = u(r,6y, + 6,L; t). (5)
2.2 Solucién general variable a variable
Como ya se ha ido mencionando, se utilizara la ecuacién de difusion
ru=p% (6)
donde D es el coeficiente de difusion [m2/s] de la sustancia y t es el tiempo.

Fig.1. Sinapsis quimica, la hendidura sinaptica tiene una altura de 50 nm por un radio c, en nuestro
modelo no hay escape del neurotransmisor por las orillas.

Reescribiendo (6) en coordenadas cilindricas:
O%w 10w 1 9%u % _ 5 0u (7)
ar2  ror r2002%2  09z2 at
Aqui r es la coordenada radial, 8 la angular y z la vertical. Procediendo por método de
separacion de variables debemos proponer que (Zill Dennis, 1996)
u(r,0,z;t) = R(r)-0(0) - Z(2) - T(t). (8)
Es decir, u es una funcion que resulta de la multiplicacion de cuatro funciones, de una variable
cada una, independiente entre ellas. Al sustituir (8) en (7), y dividir entre (8) en ambos lados, se
obtiene la forma extendida de la ecuacién de difusion (FEED)
1 3*R(D 1 OR(r) 1 0%0() 1 9%2(2) _ Dot 9)
R(r) or2 rR(r) or r20(8) 062 Z(z) 0z2 T(t) ot
Sabemos que la concentracion decae mientras el tiempo transcurre, teniendo esta informacion,
y, dandonos cuenta que en (9) aparece sin multiplicandos de otras variables. Debemos de igualar
todo a una constante, (Zill Dennis, 1996), esta primera constante debe de ser negativa, sea —kZ,

ya que esperamos decaimiento temporal en la concentracion, entonces;
k2

T(t) = A"e D' (10)
Dando un vistazo a la ecuacién FEED, (9), vemos que el sumando de z aparece aislado , por
las CF no se espera periodicidad, por lo tanto su constante de separacion es positiva, sea k2 la
constante de separacion para z, entonces
Z(z) = B*senh(k,z) + C*cosh (k,z). (11)
Donde B* y C* son constantes a determinar.
Sustituyendo las constantes de separacién en (9), multiplicando por r2 e igualando a cero se
tiene:
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12 3*R() | 1 3R 2012 2 1 3%e() _ :
R o2 TrRo or 1T (kz+kt)+@(9) FTE (12)

Por las CF decimos que la solucién angular es periddica, por lo tanto:

0(0) = E*sin(k20) + F*cos (k20) (13)
con E* y F* sus respectivas constantes a determinar. La aplicaciéon directa de la condicion de
frontera (5), de periodicidad angular en la solucién (15), resulta en que:

k2=n; n=0,1,23,... (16)
k2 debe ser necesariamente un nimero entero (Zill Dennis, 1996). Ahora procedemos a solucionar
para la coordenada radial. Sea

k? = k2 + k2, (17)
Sustituyendo las constantes de separacion en (9), multiplicando por R(r) e igualando a cero se
obtiene

r2 T80 L 22O 4 (1202 n]R(r) = 0 (18)
que es la ecuacion paramétrica de Bessel, cuyas soluciones son: (Zill Dennis, 1996)
R(r) = G"Jp(kyr) + H'Y, (k) (19)

con J, funcion de Bessel de primer tipo de orden n, y ¥, funcién Bessel de segundo tipo de orden n
(véase Fig. 4), G* y H* son una vez mas, constantes a determinar. El contador n es el mismo de
(16).
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Fig.2. Del lado derecho; funciones Bessel de primer tipo para=0, 1, 2, 3, 4, 5. Del lado izquierdo
Funciones Bessel de segundo tipo para n=0, 1, 2, 3, 4. (Figura tomada de Zill Dennis, 1996)

3.- RESULTADOS
3.1 Aplicacién de las condiciones de frontera y uso de las constantes de separacion
A la solucién, Z(z), de la posicién vertical, le aplicamos ahora la CF (2), evaluamos para z=0.Por
las CF:
Z(z) = B*senh(k,z). (20)
Ahora, a la solucion en la coordenada angular. Debemos de tener simetria, por lo tanto la
solucién es una constante, asi

k2=n=0. (21)
Evaluando lo anterior en la solucién general para la coordenada angular
0(0) = E*sin(0) + F* cos(0) = F*. (22)

Hemos de considerar que la concentracién en cualquier punto de la membrana presinaptica (en
particular r = 0) debe de ser finita. Evaluemos para R(r), apoyados de la Fig.2, y considerando
que k2 =n = 0. Asi
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R(r) = G*Jo(k,r). TN 29)

Ya que se tienen infinitas raices k.,
k.-c=m (24)
donde r; es la i-ésima raiz de J,,, sustituyendo
R() =G, (—r) (25)

El parametro de relajacién en el hipocampo, lugar donde tiene lugar la memoria y el aprendizaje
gracias a la plasticidad sinaptica que puede tener un 7 = 1.81ms, y el coeficiente de difusion es
D= 0-06””2/5. Con base en estos datos obtenemos k? , asi:
k, = 5.757 €™/,. (26)
Al sustituir en la solucién temporal
T(t) = A'e~ " /mo)t (27)
De kZ = kZ + k2, (21), podemos despejar k2, y usar los resultados de (36) y (33), obteniendo
que

k, = \/(?)2 — (3315 ) (28)

3.1 Solucién mas general y resultados numéricos
Multiplicando las soluciones particulares para obtener la general
u;(r,0,z;t) = A -]0(%1”) - sinh(k,z) - e=(*%%%/ms)e, (29)
donde A ha absorbido las constantes a determinar de cada solucién a cada variable, y u; significa la
solucién para la raiz r. Generalizando la solucion mediante la superposicién de todas las u;
tenemos:
u(r,0,7t) = L (r,0,78) = T; A; - Jo(3r) - sinh(kyz) - e~ 7 ms)t = 5,4, Ry(r) - Z,(2) - T(£) (30)
Por la distribucion inicial (4)
f@r,0,z;t=0) = ;A Jo(2r) - sinh(kyz) - 1 (31)
El radio ¢ del cilindro sinaptico puede variar ampliamente, haremos uso de un valor nominal de
¢ =5, asi mismo tomaremos Ai = 10. Usaremos solo las primeras 5 raices de la ecuacion de
Bessel, esto, solo como ejemplificacion.
Tabla 1. Valores radiales para las primeras cinco raices de la funciéon Bessel de primer tipo y orden
cero, usados en (34), R(r)

| >
‘ M (20 g (2 | "4 s ‘Z/._\(""J
L h_u(ﬁ").lo(g') Jo(}:')‘/n(g') /‘:(;,')| = 5
|-5| 0000 0000] o0000| omo| oovol O
|-4| 0268 -0339| 0209| -0.183| o003s| 0080
’ -3| 0843| -0347] -0.113| 0300 -ooso)  O303
2| o382 0106 -0378| -0268] o043 039
1| 0943 0718] 03s0] 0024 -0288 1.810
0] 1.000] 1.000] 1.00 !,L 1.000f 1.000| ﬁ:
1| 0943 o0m8| 0380] 0024] -0.288] 1.810
2| 0782| 0106 -0378| -026s| 0.43] 9391
_’.! 0.543| -0347] -0.113| 0300! -0.080] 0.503
t| o268 -0339] o0299] -0.183] o03s| 0080
" 0,000 | 0.000 | 0 ()! W l 0 f.'r'l'A.' ) “.()Uiv' l 0

La distribucion inicial sera:
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= /B
uy = f(r,z =50nm) = u, (z=50nm) = ¥£,;10-J, %r) - sinh(k,; - 50nm). (32)
El tiempo tedrico obtenido del mismo modo de (26),
50x10™%m
Tt = S7s7x102m S = 0.868us. (33)

el cual es muy diferente de (26), la explicacién se da en la discusion.

4.- Discusion

Gracias al método de separacion de variables fue posible analizar el fendmeno de difusion de
neurotransmisores, de manera mas detallada y fundamental ya que las soluciones, como se
observa en el desarrollo del presente trabajo, se separan coordenada a coordenada,
permitiéndonos ver la trascendencia cada una de ellas.

Una vez se llegd a la solucidon general, fue posible experimentar y hacer variaciones a lo
obtenido, variando parametros, logrando asi analizar desde varios aspectos el comportamiento del
fendmeno con distintos valores iniciales o propios del objeto de estudio, logrando asi hacer una
“experimentacion tedrica”. Aunque no por ello los modelos han de ser puramente teéricos. Con el
correcto y sencillo conocimiento de los métodos de solucion, tipos de soluciones que existen segun
la geometria y naturaleza de los fendmenos que se traten, es posible entender gran parte de lo que
ocurre en ellos haciendo modelacion y simulacién mediante la aplicacién de las Matematicas.

En este tipo de problemas es normal que se obtengan sumatorias para las soluciones, que, por
el principio de superposiciéon, son también soluciones, mas aun, es una solucion mas general,
aunque por lo regular son sumatorias infinitas, aqui se usaron solo los primeros cinco términos
para evitar grandes tablas, e integraciones numéricas.

Remontandonos a los resultados obtenidos, en concreto al tiempo, y la diferencia tan grande
que hay entre el tiempo de relajacion reportado, el cual fue encontrado de manera experimental, y
el obtenido de manera tedrica se interpreta lo siguiente: esta diferencia puede deberse a que en el
modelo simplificado no se toma en cuenta que el espacio sinaptico es un complejo de canales, que
existen mas sustancias que deben de moverse para lograr hacer posible que el glutamato se
mueva de la neurona 1 a la neurona 2. Este neurotransmisor, a escala mas integral y como se ha
ido mencionando, es responsable de la memoria y el aprendizaje, esto se logra mediante la
plasticidad sinaptica, que consiste en una constante modificacion del espacio sinaptico y las CF.
Ademas, no todo el glutamato que es liberado por la membrana presinaptica es absorbido por la
membrana postsinaptica, y el sobrante debe de ser eliminado o reabsorbido, si se quedase alli, y
se siguiese liberando, existiria neurotoxicidad, lo cual podria provocar alguna deficiencia mental,
como lento aprendizaje o algun tipo de enfermedad similar al Alzheimer. Asi vemos que muchos de
los cambios que se pueden producir y que son parte de la plasticidad sinaptica, corresponden a
parametros numéricos y/o condiciones de frontera en nuestro modelo.

Un aspecto muy importante y no trivial, es el uso de las condiciones de frontera. Saber obtener
las correctas y extraer el significado fisico que contienen, es necesario para lograr llevar las
soluciones mas alla de graficas y tablas, dicho en otras palabras, trasladar las Matematicas usadas
al Universo tangible, donde las teorias vienen de lo que se observa que sucede en el mundo real-
experimental.
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