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RESUMEN

En la mayoria de las disciplinas del conocimiento es muy frecuente realizar experimentos Bernoulli,
en donde dos posibles resultados aleatorios mutuamente excluyentes denominados éxito (E) y
fracaso (F). Sus resultados son generalmente dados a través de intervalos de confianza para la
estimacion del pardmetro p (0<p<1), de la distribucién Binomial. En la literatura estadistica se
encuentran recomendaciones para su uso, las mas conocidas son: 1) np, n(1-p) son = 5 (o 10). 2)
np(1-p) 2 5 (o 10). 3) np, n(1-p) son =5 (o 10). 4) p*3,/p(1 — p)/n no contiene al 0 o al 1. 5) n es
suficientemente grande. 6) n al menos =250 a menos que p sea muy pequefio. En el presente trabajo
se analiza el comportamiento del intervalo de Wald también conocido como intervalo estandar (IE),
por medio de sus probabilidades de cobertura, se analizan ademés algunos de los criterios mas
conocidos para su aplicacién. En conclusion tenemos que mediante la prueba de Wald se
construyen intervalos de confianza inestables y poco confiables. Nuestro interés en este trabajo fue
mostrar estas inconsistencias ya que son intervalos de confianza muy usados en la practica.

INTRODUCCION

Un problema estadistico muy comudn es la estimacién de los parametros que ayudan a caracterizar
una variable aleatoria. El uso de intervalos de confianza para la estimacién de parametros, nos
permite hacer investigaciones sobre qué valores se pueden esperar para ese parametro. Los
intervalos de confianza dependen de la muestra aleatoria, del tamafio muestral y del nivel de
confianza seleccionado. Asi por tanto debemos familiarizarnos con el concepto de Intervalo de
confianza, presentamos las siguientes definiciones relacionadas con este concepto.

Definicion: Una estimacion por intervalo de un parametro 6 es algun par de funciones de la muestra
aleatoria X, es decir, L(X;, X, ..., X)) Yy U(Xy, X, ..., X;;), que satisfacen L(x)<U(x) para todo xe Q. El
intervalo aleatorio [L(X),U(X)] es llamado un estimador por intervalo.

Definicion: Sea [L(X),U(X)] un estimador por intervalo para 6, la probabilidad de cobertura de
[L(X),U(X)] es la probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga al parametro 6, es decir, Pry(6
E[L(X),UX)D).
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Denotaremos a la probabilidad de cobertura como PC.

Definicién: Sea [L(X),U(X)] un estimador por intervalo para 6, el coeficiente de confianza a es el
infimo de las probabilidades de cobertura, es decir, a=infy Pry(6 €[L(X),U(X)]).

Finalmente, los estimadores por intervalo junto con una medida de confianza, usualmente un
coeficiente de confianza, son conocidos como intervalos de confianza.
Existen diversas formas de construir intervalos de confianza tales como:

e Invirtiendo una prueba estadistica.

e Usando una variable aleatoria pivotal.

e Usando el método estadistico.

e Usando intervalos bayesianos.

En la mayoria de las disciplinas del conocimiento cuando se trabaja con individuos (objetos,
animales, plantas o personas) es muy frecuente realizar experimentos Bernoulli, es decir
experimentos en donde la variable aleatoria tiene Unicamente dos posibles resultados aleatorios los
cuales son mutuamente excluyentes denominados, éxito (E) y fracaso (F) tal que P(X=E)=p y
P(X=F)=1-p, O<p<l1l. Y decimos que Y es una variable aleatoria Bernoulli con pardmetro p y
denotamos este hecho mediante Y~Bernoulli (p) la variable aleatoria Y tiene funcion de densidad,

(1) fr(¥) =p¥(1 —p)*7, para y=0,1y 0<p<1.

Sin embargo en la repeticién sucesiva de estos experimentos, los investigadores estan interesados
en una nueva variable aleatoria definida por el nimero de ensayos favorables Y; E de eventos
Bernoulli, denotaremos a esta variable aleatoria por X y de esta forma X es la suma de variables
aleatorias Bernoulli independientes e idénticamente distribuidas por tanto X tiene una distribucion
binomial con parametro ny p, donde n es el nimero de ensayos y 0<p<1, y asi X tiene funciones de
densidad y de distribucién respectivamente dadas por,

) fx(@) = ()p*(1 —p)"*, para x=0, 1,..., n'y 0<p<L.
©) Fy(x) = P(X < x) = 35,(D)p'(1 —p), para x=0,1,..., n y 0<p<1.

La construccion de intervalos de confianza para estimar el parametro p, de la distribucion binomial
es un problema muy frecuente en el trabajo estadistico, en la gran mayoria de los libros y textos de
los cursos de estadistica es presentado el intervalo de Wald obtenido por la aplicacion del teorema
central del limite, conocido también como intervalo estandar IE.

A p(1-P) A p(1-P)
(4) IE=[p—z% /p np,p+z% ’p np]

Donde za« denota el 1-% cuantil de la distribucién normal estandar y p es el estimador de maxima
2

verosimilitud para p dado por,
(5) P=1=yTk e

El anterior es un intervalo de confianza para p al 100(1-a)%.

Revisando la literatura estadistica podemos ver que existen varias recomendaciones para el uso del
intervalo de Wald. Algunas de estas recomendaciones son:
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np, n(1-p) son =5 (o 10).

np(1-p) = 5 (o 10).

np, n(1-p) son =5 (o 10).

p*3H(1 —p)/n no contenga 0 o 1.

n suficientemente grande

n = 50 a menos que p sea muy pequefio.

1.
2.
3.
4.
5.
6.

De esta manera, se piensa que si solamente tomamos en cuenta recomendaciones como las
anteriores, el intervalo de Wald sera un buen estimador por intervalo.

METODOLOGIA

El objetivo de este trabajo es mostrar las inconsistencias que tiene el uso del intervalo de Wald aln
cuando se cumplen las condiciones anteriormente mencionadas. Para esto analizaremos su
probabilidad de cobertura PC, definida por Pry(6 €[L(X),U(X)]), para distintos valores de p y distintos
tamafios de muestra n, a un nivel de confianza del 95%. En el presente trabajo se analizaron
ejemplos usando el intervalo estdndar, observamos que se tienen estimaciones poco precisas
cuando utilizamos valores de p que estan cercanos a 0 o al 1 o cuando n es pequefia (<20), sin
embargo se observard ademas que tal falta de precision acontece también incluso para valores
grandes de n y valores de p cercanos a 0.5.

Se realizé un programa en R y se presentan las graficas con los resultados, tales graficas muestran
las PC de calculos con valores fijos de p, p=0.2 y p=0.4 y n tomando valores de 10 a 200.
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En la FIG.1 se observa que la PC para la mayoria de los resultados obtenidos es menor que 0.95 (el
nivel nominal), de hecho solamente un pequefio porcentaje tiene PC=0.95, esto sucede aun cuando
se cumplen las condiciones mencionadas. En la FIG.2 los calculos con PC=0.95 ha aumentado, sin
embargo, el porcentaje tal que PC<0.95 es muy grande cuando p=0.4, aun también cuando se
cumplen las condiciones anteriores.



. B Sy : XTI encuentro
‘;’,?;’2}% ; Participacion ge1a
: Mujer

ANIVERSARIO . A
B “tClencla

En la mayoria de los textos de estadistica se plantea que el intervalo de Wald tiene un mejor
desempefio cuando p=0.5, veamos este caso:
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Puede verse que el nimero de resultados que tienen una probabilidad de cobertura menor a 0.95
disminuye pero sigue siendo muy grande.

El criterio 5 (ver abajo) trata acerca de n suficientemente grande, ¢ qué tan grande?, consideremos

que grande significa, n=2100, y construimos graficas para n=200 FIG.4 y n=1000 FIG 5,y p toma
los valores de 0.01, 0.02, ..., 0.99.
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De las FIG.4 y FIG.5 vemos que el nimero de resultados con PC<0.95 es menor cuando n=1000
gue cuando n=200, también vemos que en ambos casos se cumplen las condiciones arriba
mencionadas y el nimero de resultados que cumple que PC<0.95 alin es muy grande.

Podria pensarse que si aumentamos n a valores muy grandes el porcentaje de resultados con
PC<0.95 disminuird. Analizamos esto de la siguiente forma: para los siguientes intervalos se
calculara el porcentaje de resultados con PC<0.95 cuando cumplen cada uno de los siguientes
criterios:

Criterio 1: np25 y n(1-p) 25.

Criterio 2: np210 y n(1-p) 210.

Criterio 3: np(1-p)=5.
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Criterio 4: np(1p)=10.

Criterio 5: Diremos que n es grande si n=100.

Criterio 6: n=50 y p no pequefio suponga que p es pequeio si p<2, por simetria también si p=0.8,
entonces p no es pequefa si 0.2<p<0.8.

La siguiente tabla muestra el porcentaje de resultados con PC<0.95 para los dos siguientes casos:
I p toma los valores 0.01, 0,02, ..., 0.99.
Il. p toma los valores 0.001, 0.002, ..., 0.999.

CRITERIO 1 |CRITERIO 2|CRITERIO 3|CRITERIO 4|CRITERIO 5| CRITERIO 6

INTERVALO I Il I Il I Il I Il I Il I I
[1,500] 79.10 [79.30) 77.55 [77.75| 78.81 [79.03| 77.07 |77.28| 78.06 | 78.45| 72.95 | 73.24
[501,1000] | 70.50 [70.39 69.89 |69.97| 70.49 [70.39| 69.88 |69.96| 70.50 |70.78| 64.28 | 64.39
[1001,1500] | 67.15 67.10| 67.15 |66.83| 67.15 |67.10| 67.14 |66.82| 67.15 |67.33| 61.55 | 61.54
[1501,2000] | 64.92 65.11] 64.92 |64.90| 64.92 65.11| 64.92 |64.90| 64.92 |65.27| 59.93 | 59.93
[2001,2500] | 63.53 [63.55| 63.53 |63.40| 63.53 [63.55| 63.53 |63.40| 63.53 |63.70| 59.05 | 58.62
[2501,3000] | 62.90 [62.79] 62.90 |62.64| 62.90 [62.79| 62.90 |62.64| 62.90 |62.86| 58.42 | 58.15
[3001,3500] | 61.42 61.81]61.42 |61.68| 61.42 [61.81| 61.42 |61.68| 61.42 |61.89| 57.20 | 57.35
[3501,4000] | 60.94 [61.24] 60.94 [61.16| 60.94 [61.24] 60.94 |61.16| 60.94 |61.31| 56.63 | 56.96
[4001,4500] | 60.62 60.59] 60.62 |60.51| 60.62 [60.59| 60.62 |60.51| 60.62 |60.67| 56.71 | 56.49
[4501,5000] | 59.50 [60.10] 59.50 |60.02| 59.50 60.10] 59.50 |60.02| 59.50 |60.18| 55.68 | 56.18
[5001,5500] | 59.53 [59.75| 59.53 |59.67| 59.53 59.75| 59.53 |59.67| 59.53 |59.75| 56.11 | 55.83
[6501,6000]| 59.3 [59.45| 59.3 |[59.37| 59.3 59.45| 59.3 |59.37| 59.3 |59.45| 55.7 | 55.65
[6001,6500] | 58.45 [59.12] 58.45 |59.04( 58.45 59.12| 58.45 |59.04| 58.45 |59.12| 55.24 | 55.40
[6501,7000] | 58.62 [58.88| 58.62 |58.79| 58.62 58.88| 58.62 |58.79| 58.62 |58.88| 55.09 | 55.29
[7500,7501] | 58.20 [58.66| 58.20 |58.58| 58.20 58.66| 58.20 |58.58| 58.20 |58.66| 54.85 | 55.17
[7501,8000] | 58.12 [58.22] 58.12 |58.13| 58.12 58.22| 58.12 |58.13| 58.12 |58.22| 54.95 | 54.83
[8001,8500] | 57.75 [58.12] 57.75 |58.03| 57.75 58.12| 57.75 |58.03| 57.75 |58.12| 54.98 | 54.76
[8501,9000] | 57.32 [57.95| 57.32 |57.86| 57.32 57.95| 57.32 |57.86| 57.32 |57.95| 54.27 | 54.58
[9001,9500] | 57.59 [57.70| 57.59 |57.62| 57.59 |57.70| 57.59 |57.62| 57.59 |57.70| 54.55 | 54.44
[9501,10000] 56.80 57.39] 56.80 |57.30] 56.80 |57.39 56.80 |57.30| 56.80 |57.39| 53.88 | 54.23

De esta forma se observa en el primer caso, que el porcentaje de resultados con PC<0.95 es muy
grande y en algunas ocasiones es mayor cuando se toman los valores del caso Il y como puede
apreciarse estos porcentajes sobrepasan el 50%, esto también puede apreciarse en FIG1-FIG5.

Veamos qué pasa con las probabilidades de cobertura para n muy grandes. Para esto tomemos
valores grandes para n, digamos n=1000001 y n=2000001 y p toma los valores de 0.01, 0.02 ,...,
0.99.
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FIG.6, p=0.01,0.02, ..., 0.99 FIG.7, p=0.01,0.02, ..., 0.99

Como podemos observar el porcentaje de resultados con PC<0.95 sigue siendo muy alto, sin
embargo, la probabilidad de cobertura para estos resultados esta muy cercana a 0.95. Podemos
considerar un buen estimador por intervalo cuando se cumple que PC=0.93.

Veamos esto con las siguientes graficas que muestran los resultados con PC<0.93 para n=100 y

p=0.01, 0.02, ..., 0.99 FIG.8 y n=1000 y p=0.001, 0.002, ..., 0.999 FIG.9.
n=100 n=1000
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FIG.8. p=0.01.0.02. ..., 0.99 FIG.9, p=0.001,0.002, ..., 0.999

La tabla siguiente muestra los porcentajes de los resultados con PC<0.93 para cada intervalo, donde
p toma los valores 0.01, 0.02, ..., 0.99

INTERVALO |CRITERIOCRITERIOCRITERIOCRITERIOCRITERIOCRITERIO
1 2 3 4 5 6
[1,500] 8.99 4.36 7.99 3.45 7.99 0.81
[501,1000] _ [2.40 0.99 2.38 0.97 2.40 0.00
[1001,1500] _ [0.93 0.93 0.93 0.89 0.93 0.00
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[1501,2000]  [0.49 0.49 0.49 0.49 0.49 0.00
[2001,2500]  [0.19 0.19 0.19 0.19 0.19 0.00
[2501,3000] [0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.00
[3001,3500] |0 0 0 0 0 0

Como puede observarse si tomamos como un buen estimador al intervalo de Wald a un nivel nominal
del 95% cuando la PC=0.93, el porcentaje de las resultados con PC<0.93 es muy pequefio, haciendo
estas aclaraciones, el intervalo de Wald es un buen estimador por intervalo para el nivel de confianza
del 95%.

CONCLUSIONES

El hecho de que la variable aleatoria es discreta provoca intervalos de confianzas inestables, a pesar
de cumplir las suposiciones para su uso. Nuestro interés en este trabajo fue mostrar estas
inconsistencias ya que son intervalos de confianza muy usados en la practica.
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