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RESUMEN:

Las variedades angulo-momento mixtas son una generalizacién de las variedades &ngulo- momento
que han sido estudiadas por S. Lépez de Medrano, A. Verjovsky, V. Buchstaber, T. Panov, L.
Meersseman, F. Bosio y S. Gitler. Dichas variedades son compactas y de dimensiéon impar mayor
a tres. Aqui se demuestra que las variedades dngulo-momento mixtas son nuevos ejemplos de
variedades de contacto (para un estudio mas detallado del tema se puede consultar [3]).

1. INTRODUCCION
La topologia de la interseccion de cuadricas en C™ de la forma:

S AilzlP =0, p(2):=)|z5P=1,
j=1 j=1

con Z = (z1,...,2n), Aj = ()\Jl,,...,/\;”) eC™ m=>=1,n>2mylantupla A = (Al,...,)\n)
satisfaciendo una condicion de admisibilidad, ha sido estudiada desde hace mas de 30 anos por
varios matematicos, entre los que destacan S. Lépez de Medrano, A. Verjovsky, V. Buchstaber, T.
Panov, L. Meersseman, F. Bosio y S. Gitler (ver por ejemplo [4-6,9,12,13]). Dichas intersecciones
son variedades de dimensién real 2n—2m—1, se denotan por MEA’m’n) y se conocen como variedades
dngulo-momento o variedades dngulo-momento cldsicas.

Las variedades dngulo-momento miztas son una generalizacion de las variedades angulo-momento

obtenidas por la interseccién de las siguientes cuddricas no coaxiales, dichas intersecciones también

(A, 1,n+s) (A,m,n)
y M

son variedades y se denotan por M| ) , respectivamente (ver [3,7]):

m Param=1ys>1:

S n S n
Swl+dY NlglP=0, 0 Y+ |5t =1,
r=1 j=1 r=1 j=1
donde \; € C para toda j € {1,...,n}.
= Param > 1:

n m n
w2+2)\j|2j|2:0, Z|wk|2—&-2\zj|2:17
j=1 k j=1

=1

m

donde w? = (w%,...7w2) €eC”conw, €C,ke{l,... mpyA = ()\_71_,...,)\;”) e Ccm
para toda j € {1,...,n}.
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Por otro lado, uno de los problemas fundamentales de la topologia de contacto es saber cuales
variedades admiten una estructura de contacto sobre ellas. En dimensién tres toda variedad admite
una estructura de contacto (ver [10,11]).

S. J. Altschuler en [1] introdujo, para dimensién tres, el concepto de confoliaciones conductivas;
esto es, confoliaciones que tienen la propiedad de propagar “contacto” a todos los puntos de una
variedad por medio de caminos con ciertas caracteristicas. Estas ideas fueron generalizadas para
dimensiones mayores a tres por S. J. Altschuler en conjunto con L. F. Wu en [2].

Se utilizara este método para construir una estructura de contacto sobre las variedades dngulo-
momento mixtas, cabe mencionar que dicha construccién es en cierto sentido explicita. Concluyendo
de este modo, que las variedades angulo-momento mixtas son nuevos ejemplos de variedades de
contacto en dimension mayor a tres.

Notacién: Se denotard por Ko, Kga, Kg, Kqp al nicleo de o, da, 3, df3, respectivamente.

Observacion 1. Se fijard una métrica riemanniana g sobre las variedades angulo-momento mixtas
y denotaremos por * al operador de Hodge para la métrica riemanniana g. Las proposiciones 2 y 4,
asi como los lemas 1, 2 y 3 de la siguiente seccién, son independientes de la eleccion de la métrica
riemanniana.

Las demostraciones asi como un estudio mas detallado de los resultados que a continuacién se
presentan pueden consultarse en [3].

TEORIA

Consideremos la 1-forma real a = i i (wrd®, — wrdw,) + i (z;dz; — Zjdzj)> la cual, restringida
r=1 j=1

(A,1,n+s)

al espacio tangente T x (M(A‘l’n+s)) con X € M| es no trivial.

1

Proposicion 1. Seanm =1, n >3 y s > 1. Entonces

(A, 1,n+s)

1. 8i X € M|

(A, 1,n+s) X .,
T (M1 ) de dimension real uno.

es tal que w? + -+ +w? # 0, el niicleo de da en X es un subespacio de

1,n+s) 2

2. 85i X e MEA’ es tal que w? + -+ +w? = 0, el niicleo de da en X es un subespacio de

(A,1,n+s))

T (M1 de dimension real tres.

Los vectores en Kgq(X)| (M(A,l,n+s)) son de la forma
1

T

v (T, pu; X) = —i<ZT'LD1 + pawr, . .., 2T, + pws, (28?(T)\1) +,u)z1, R (2§R (TAn) +p)zn)
donde T € Cy peR.

. (A1)
Sea W el conjunto de puntos X = (wl, ey Wy 21y ey zn) €M,

. [ (A1,ns) . . . .
Entonces, W es una subvariedad analitica real de M| de codimension real 2s. Dicha variedad

es singular si s > 1 y cuando s = 1 es una variedad angulo-momento de dimensién 2n — 3.

tales que w? +- - - +w? = 0.
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En el conjunto de puntos X = (wl, ey Wy 21y - .,zn) € MEA’LWS) tales que w? + -+ + w? # 0,
la dimensién de Ko (X) N Ky (X) es cero. Se sigue que la 1-forma « es una forma de contacto en
(A,1,n+s)
M, — Ws.
. (A, 1,n+s) 2 2
En el conjunto de puntos X = (wl, R 7 B zn) €M, donde wi +---4+w? =0y asu-

miendo = 0, tenemos que K, (X)NK4q(X) es un subespacio de dimensién real dos parametrizado
por T € C.

o s . ! .. . (A, 1,n4s)
Proposicién 2. Considerando una orientacion apropiada de M,

positiva:

, a es una confoliacion

(A,1,n+s)

1. % (@ Ad()"T57%) > 0 para X € M|
2. # (a Ad(a)"™72) =0 para X € W;.

(A,1,n+s)

3. El conjunto de puntos X € M

tal que w3 + - -+ w? # 0.

tales que * (a A d(a)"T*72) = 0 es un conjunto analiti-

. ., (A,1,n+s) A,1,n+s
co real de codimension real dos en M| dado por W = {X € Mi ) w4 +w?= 0}.

Lema 1. Sea X € W;. Entonces

(A.1,n+1)

1. Existe una curva suave parametrizada 7 : [—1,1] = M tal que |¥'(z)| # 0 para toda

x € [-1,1].
2. v(0) =z y+'(0) € [ker(r)]l(x).
3. Sizel[-1,1] conx#0 y~vy(x) ¢ Wy, 7' (x) € [ker(T)]l (v(z)) = Ko (v())).

Lema 2. Sean m=1,n> 3,s > 1 y A una configuracion admisible. Sea

1

(A,1,n+s) _
W= {X €M, (a A d(e)™ %) (X) = o},
el conjunto analitico real de codimension real dos, donde o es una confoliacion positiva sobre
(A,1,n+5s) . ., .
M . Entonces a es una confoliacion conductiva.

1

. . (A 1,n45) . .
El conjunto abierto Vi = M| — W es conexo pues W es de codimensién real dos. Este

conjunto es el conjunto donde la forma a es de contacto. De la proposicién 2 y lemas 1 y 2 se

sigue que la 1-forma « define una confoliacién conductiva sobre MiA’l'nH)
Altschuler y L. F. Wu [2].

en el sentido de J. S.

Consideremos ahora la 1-forma real 8 =i | Y (wrdw, — wedw,) + Y (2;dz; — zjdzj)> la cual, res-
r=1 Jj=1

(A,m

) (A,m,n) ..
. ) con X € M1 es no trivial.

tringida al espacio tangente T x (M

Proposicion 3. Sean m > 1 y n > 2m. Entonces

. (A,m.n)
1. Si X = (w17...7wm,zl,...,zn) € M,

nicleo de df en el punto X es un subespacio de T (Mimmm)) de dimension real uno.

es tal que w,. # 0 para toda r = 1,...,m, el
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2. 51X e MiA’m’n) es tal que £ coordenadas w, son iguales a 0 para £,r € {1,...,m}, el nicleo
de df en el punto X es un subespacio de T (M(A’mm)> de dimension real 20+ 1 .

1

Los vectores v € Kgg(X m,m\ son de la forma:
aa( >|T(M§A )

— <2u‘;1?1 + pwi, ..., 2Wom T + UWir <2§R (Z T;M’f) + u) Zlyeeny <2§R (Z Tk)\i> + u) zn),
k=1

k=1
donde Ty, € C para toda k € {1,...,m} y u € R.

(A,m,n)

Sea Wy el conjunto de puntos X = (wl, ey Wiy 21y e e ey zn) e M, tal que ¢ coordenadas wy,

3 . sy A,m,n
son iguales a cero para ¢,k € {1,...,m}. W, es una subvariedad analitica real de M(1 " de

codimension real 2£.

En el conjunto de puntos X € M(lA'm'") donde todas las coordenadas wy son distintas de cero,
la forma £ es una forma de contacto. Si p = 0 y ¢ coordenadas wy, son iguales a cero con ¢, k €
{1,...,m}, tenemos que Kg(X) N K43(X) es un subespacio de dimensién real 2¢ parametrizado
por £ nimeros complejos.

(A,m,n)

Proposicion 4. Para la orientacién apropiada de M, , B es una confoliacion positiva:

(A,m,n)

1. *(ﬂ/\(dﬂ)”_l)(X) >0 para X = (wl,...,wm,zl,...,zn) e M,
ke{l,...,m}.

con wg # 0 para toda

2. *(ﬁ A (dﬂ)"‘l)(X) =0 siempre que X € Wy con £ € {1,...,m}.

;m.n)

3. El conjunto de puntos X € 1\/1(1A tal que *(6 A (dﬂ)"‘l)(X) =0, es un conjunto analitico

. » (A,m,n) A,m,n
real de codimension real dos en M, dado por ¥ :{X € M(1 )

wl...wm:O}.

Lema 3. Sean m > 1,n > 2m y A una configuracion admisible. Sea

) :{X em ™" ’ . (5 A (dﬁ)"’l)(X) - 0},

el conjunto analitico real de codimension real dos, donde B es una confoliacion positiva sobre

(A,min) S )
M, . Entonces B es una confoliacion conductiva.

El conjunto abierto Vy = M(IA’m’n) — X es conexo pues X es de codimension real dos. Este conjunto

es el conjunto donde la forma S es de contacto. La proposicién 4 y el lema 3 implican que la 1-forma

B define una confoliacién conductiva sobre MiA) en el sentido de J. S. Altschuler y L. F. Wu.

RESULTADOS

Ya se mostr6 que las 1-formas « y 8 definen confoliaciones conductivas sobre las variedades angulo-
. (A,1,n+s) (A,m,n) . . .
momento mixtas M, y M, , respectivamente. Este hecho nos permite enunciar los

siguientes resultados (para mds detalle se puede consultar [3]):
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Teorema 1. Sean m =1, n >3, s > 1y A = (/\1,...,)\7,) una configuracion admisible, con

. (A 1,nts) .
Aj € C. Las variedades M| Y admiten estructuras de contacto.

Teorema 2. Sean m > 1, n >3 tal quen >2m y A = (/\17 e ,/\m) una configuracion admisible

. . . (A,m
en C™. Las variedades dngulo-momento mixtas M,

) . .
asociadas a A, son variedades de contacto.

CONCLUSIONES
Las variedades dngulo-momento mixtas son nuevos ejemplos de variedades de contacto en dimensién
mayor a tres con una topologia muy rica.
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