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RESUMEN

En este trabajo se estudia numéricamente la dindmica no lineal de dos clases de osciladores del
tipo Duffing sin término de amortiguamiento y perturbados arménicamente. Para la clase analizada
se estudia la sincronizacion entre dos osciladores idénticos mediante el comportamiento de la
entropia de Shannon, tanto del acoplamiento unidireccional como bidireccional, en funcién de la
amplitud de la perturbacién y del parametro de acoplamiento. Los resultados numéricos muestran
diferencias marcadas tanto en la forma de sincronizacién como en la naturaleza de los sistemas.
Se investiga también la posibilidad de la sincronizacién entre sistemas no idénticos. Se agradece el
apoyo del programa CIC-UMSNH 2015.

1. INTRODUCCION
El ingeniero aleman Georg Duffing propuso en 1918 un modelo para explicar el comportamiento
del pandeo de una viga al colocarse encima de ella un peso. Duffing encontr6 que este
comportamiento podria ser modelado por una ecuacion similar a la de una masa atada a un resorte
no lineal. El modelo de Duffing esta descrito por la ecuacion:

X+0 X—X+X* =y cos(wt), (1)
en donde 6, yy @ son parametros que pueden ser variados. El punto y doble punto en la Ec. (1)
denotan primera y segunda derivada con respecto al tiempo. Este modelo se ha usado en
problemas relacionados con circuitos electrénicos no lineales y en oscilaciones de barras
magnetoeldsticas [1]. De la Ec. (1) se pueden considerar las siguientes dos variantes sin término
de disipacion (5= 0):

X—Xx+x3 =y cos(t), )

y+y®=ycost). 3)

Con el cambio de variables X=U, Y =V, las Ecs. (2) y (3) se transforman en:

X=U

4
U=ycost)+x—x° @
y=v

(5)

v=ycost)-y*

Shannon en su trabajo clasico acerca de la teoria de la comunicacion [2], establecio resultados
generales tanto para la informacién transmitida en sistemas discretos como continuos. En este
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esguema planteado por Shannon resulta interesante rescatar el concepto de entropia asociada con
una sefial. La idea basica de este concepto se puede describir en los siguientes términos.
Supéngase que se tiene un conjunto de puntos definidos en un plano. Se define una malla
(cuadricula) la cual se divide en N celdas rectangulares idénticas. El nUmero de puntos contenidos
en una celda dividido entre el nimero total de puntos del mapa da la probabilidad de ocupacion p;
de la i-ésima celda. La entropia de Shannon Egs se define como:

N
E,=->pIn(p,). (6)
i=1

en donde In denota el logaritmo natural. En un trabajo previo aplicamos la Ec. (6) para estudiar
experimentalmente el comportamiento de la entropia de Shannon en un sistema mecéanico caético

3].

2. TEORIA

En este trabajo se presenta un estudio numérico de la dinamica no lineal del sistema dinamico
definido cuando se acoplan los sistemas descritos por las Ecs. (4) y (5), tanto en acoplamiento
unidireccional como bidireccional, usando un enfoque entrdpico. El sistema analizado esta descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X=u+k (y—x)
U=y cost)+x—x°
y=v+k(x-y)
v=ycos(t)-y?

@)

Cuando k;=k, se tiene acoplamiento bidireccional, en tanto que k,=0 define acoplamiento
unidireccional.

Se calcula numéricamente la entropia de Shannon del sistema (7) como funcién de la
amplitud de la perturbacién yy del pardmetro de acoplamiento k;,. La entropia se calcula de
acuerdo a la Ec. (6) sobre el espacio de la sefal de sincronizacion XY.

3. RESULTADOS

La Fig. 1 muestra el estado dindmico por separado de los osciladores descritos por las Ecs. (4)-(5)
para los diferentes valores de la amplitud de perturbacién y analizadas en este trabajo. La Fig. 2
muestra el estado de la sefal de la sincronizacion (plano XY) del sistema (7) cuando no existe
sincronizacion (k;=k,=0) para los distintos valores de y mostrados en la Fig. 1. De estas figuras es
evidente la caoticidad a medida que y aumenta. En este trabajo estaremos interesados en
acoplamiento de estdos caoticos en ambos osciladores. Las Figs. 3-4 presentan el comportamiento
de la entropia de Shannon del sistema (7) como funcién del parametro de acoplamiento, tanto en
modo bidireccional como unidireccional. De estas figuras es evidente que hay un amplio rango de
valores del factor de acoplamiento en el cual se alcanza una buena sincronizacion de los dos
osciladores. En ambas figuras se puede notar que el acoplamiento bidireccional favorece mas
rapidamente la sincronizacion de los osciladores.
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y = 1000

Figura 1. Estados dinamicos individuales de los osciladores (4) y (5).

(c)
Y

¥ = 1000
Figura 2. Sefal de sincronizacion del sistema (7) cuando no hay acoplamiento (k;=k>=0).
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Figura 3. Comportamiento de la entropia de Shannon Es, gréafico intermedio, tanto en modo bidireccional (BD)
como unidireccional (UD). El par de gréficos superior e inferior dan una idea del comportamiento de la sefial
de sincronizacion al inicio y al final del rango de valores de K. En esta figura y= 100.
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Figura 4. Misma disposicion que en la Fig. 3 para el caso y= 1000.
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4. CONCLUSIONES

Los resultados muestran que es posible alcanzar una sincronizacion de los dos osciladores de
Duffing no disipativos descritos por el sistema (7), tanto en modo bidireccional como unidireccional.
La sincronizacién es favorecida para valores grandes de la amplitud de perturbacion y. Estos
resultados pueden ser de interés en el disefio de sistemas de encriptacion de informacion.
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