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RESUMEN

Estudiamos el sistema formado por dos péndulos con masas m; y m, unidos por medio de un resorte

o muelle de constante elastica x. Desarrollamos la solucién teérica del sistema a través de distintas
formulaciones (Newtoniana, Lagrangiana, Hamiltoniana) y presentamos resultados tanto
experimentales como numéricos del sistema, enfocados en la obtencién de los modos normales de
oscilacion de esta clase de sistemas, para entender el tratamiento dado en los distintos formalismos.

1. INTRODUCCION

Un modo normal de un sistema oscilatorio es la frecuencia a la cual la estructura deformable oscilara
al ser perturbada. Los modos normales son también llamados frecuencias naturales o frecuencias
resonantes. Para cada estructura existe un conjunto de estas frecuencias que es Unico.

Normalmente se establece al sistema oscilatorio el cual esta formado por una masa y un resorte el
cual bien puede ilustrar el comportamiento de una estructura deformable. Sin embargo, para estudiar
los modos normales es necesario tener un sistema acoplado, donde los distintos grados de libertad
interaccionen, bien puede ser entonces un sistema formado por lo menos de dos masas unidas a un
resorte, para el caso mas simple. Entonces, cuando este tipo de sistema es excitado en una de sus
frecuencias naturales, las masas se moveran con la misma frecuencia. Las fases de las masas son
exactamente las mismas o exactamente las contrarias. Este trabajo se ha organizado de la siguiente
manera, en la seccién 2 se presenta la teoria, en las formulaciones Newtoniana Lagrangiana y
Hamiltoniana, en la secciéon 3 presentamos los resultados experimentales asi como resultados
numeéricos, y en la seccion 4 las conclusiones correspondientes de este trabajo.

2. TEORIA

Nuestro objeto de estudio es suponer dos particulas de masa m; y my, colgadas de varillas iguales,
inextensibles y sin peso, de longitud I, con los puntos de suspension separados por una distancia d
y unidas por medio de un resorte de constante eléstica k. Dado el sistema descrito, consideramos
que tanto 01 y 62 son las desviaciones de los péndulos respecto de la vertical. Luego la elongacion
del resorte estara dada por Ax, ver figura 1.
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Figura 1: Sistema acoplado de dos péndulos sujetos por medio de un muelle o resorte de
constante k, que oscilan y que representa el objeto de estudio experimental y teérico de este
trabajo.

A. FORMULACION NEWTONIANA

Tomando en cuenta la aproximacién de angulos pequefios, esto es: Sin(8) =~ 0y Cos(8) ~ 1 — 0%/2
Con lo que se considerara que el movimiento vertical de las masas es despreciable respecta a la
elongacion del resorte. Dentro de tal aproximacion, la elongacién puede expresarse cémo: Ax =
1(6, —61)

La energia cinética del sistema es el resultado de la suma de las energias cinética de cada péndulo,
la energia potencial total del sistema es el resultado de dos contribuciones; la gravitatoria de las dos
masas Yy la del muelle, la energia mecénica total resulta que es una propiedad que se conserva dado
gue no existen pérdidas de energia, estoes: E =T, + T, + U, + U, + Ug, = cte.

Entonces es derivar la expresion para la energia mecénica total E y obtener como solucién una
ecuacion diferencial con la siguiente forma: 0 =T, + T, + U, + Ug, + Ug,, la cual admite una
separacién de variables, puesto que los &ngulos son independientes, deben anularse por separado,
y por tanto las ecuaciones del movimiento en la formulacion Newtoniana sera:

élz_(%+mil)61+mizez
T W
92=+m_191_(7+m_2)62

Cuya solucién seré el determinante de la matriz si se buscan soluciones armaénicas para los angulos,
con frecuencia de o

w2 _ (2 + L) L
l
Det P o |=0, 2)
A w2 _ (g + _)
my L my
con las soluciones:
wl = CUO
1 3
w, = |w? +w + w} ®)
donde
g
R @
_ [
We, = _
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de esta solucion se desprenden casos particulares como por ejemplo el sistema de masas iguales.
A. FORMULACION LAGRANGIANA

Para el caso de la formulacion Lagrangiana resulta ser similar al anterior dado que no existen fuerzas
disipativas, entonces la Lagrangiana del sistema puede escribirse como L= T-U y ésta puede ser
incluida en la expresion de Euler-Lagrange

d 0 d

236, _a_eiLZO (5)

para obtener las ecuaciones de movimiento:

my 126, + m,gl 6, — k1?6, —6;) =0

.. 6
m21262+m2gl ez_klz(ez_el) =0 ( )

gue esencialmente son el mismo conjunto que en (1) y la su solucion se encuentra presentada en el
apartado anterior.

B. FORMULACION HAMILTONIANA
Para el caso de la formulacion Hamiltoniana tenemos:
H =ZP9i9i—L(9;é;t) )
La ecuacién para el Hamiltoniano seria la siguiente:

T Pe,* | po,”\ | 1 2 2\, (202 292y _12
== + o)+ (gl 6,% + mygl 6,) + - (ki? 6,” +ki? 6,°) — - (1%K6, 6, ) (8)

2\I2my;  12m,

donde después se aplican las derivadas parciales con respecto a 6, y 8, y se considera que
0H/06; = —pe, = —m;1*8 con lo que se obtienen los siguientes resultados:

_mllzél = mlgl 61 + klz(ez - 61) (9)
_mzlzéz = ngl 62 + klz(ez - 61)
gue son el mismo conjunto de ecuaciones que se obtienen en (1) y (6) y cuya solucion esta expuesta
en (4)
Estas soluciones representan el movimiento que tienen los péndulos acoplados, puede verificarse
gue si dicha solucién se inserta en las ecuaciones de movimiento, debemos de recordar que estamos
en la aproximacién de angulos pequefios, se obtienen dos resultados interesantes, para el caso de
w1, la solucién implica que:
91 = 92 (10)

Lo que quiere decir que se encuentran en fase, las dos oscilaciones, esto implica que el sistema
estara moviéndose como un péndulo fisico, y la presencia del resorte, equivaldra a una barra
inextensible. En lafigura 2 el segundo caso mostrado, representa esta soluciéon. Sin embargo trabajar
con la solucién para w2z, proporcionara el siguiente resultado:
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Lo cual implica que las soluciones estan en contra fase, En la figura 2 el caso mostrado en primer
lugar representa esta solucion obtenida.

Solucidén en Contrafase w, Solucidn en fase wy
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Figura 2. Resultados numéricos de las oscilaciones, primer caso se presenta el resultado de

gue proporciona una solucién en contrafase, y el segundo caso es la solucién ®1 que presenta una
solucion en fase.

Una tercera posible solucion se presenta cuando una de las masas oscila con la frecuencia o1 y la
otra oscila con la frecuencia w2, la figura 3 muestra esta posibilidad.

Solucién dos frecuencias wy v w)

0.041 |
002+
0.00
-0.021
—0.04}
0.0 05 1.0 15 20

Figura 3. Resultados numéricos de las oscilaciones, cuando una de las masa oscila con la
frecuencia mz, mientras la otra oscila con la frecuencia 2.

3. PARTE EXPERIMENTAL

Se elaboraron tres diferentes arreglos que constan del cambio de ciertos parametros como las
constantes del resorte, masas y longitudes.

A. Masas Diferentes
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EI prlmer arreglo consta de dos pendulos unidos por un resorte de constante elastlca k masas m; y
m,, dos sensores de rotacion de la marca PASCO modelo PS-20120, el sistema montado se observa
en la figura 4 Los valores iniciales aparecen en tabla 1.

Figura 4. Montaje Experimental

(Masa + 0.001) Kg | (Masa + 0.001) Kg" (Longitud £ 0.01) m | (Constante k) N/m
0.06985 0.06985 0.263 19
0.2478 0.06940 0.263 19

Tabla 1. Parametros constantes del experimento, *la segunda columna fue considerada para el
caso de masas iguales.

Con ayuda de los sensores de rotacion se desplazaron las varillas de su posicién de equilibrio, es
decir respecto de la vertical y debido a que una de los cuerpos es mas denso que el otro, se garantizd
gue el resorte se encontrara estirado para buscar con la oscilacion el resultados adecuado de los

modos normales. En la figura 5 donde podemos apreciar los diferentes radios en un intervalo de 10
segundos de tiempo.
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Figura 5. Resultados experimentales para las dos frecuencias con el arreglo de masas diferentes.

Posteriormente aplicamos un ajuste a este fragmento de grafica que nos permite obtener como
resultados las frecuencias w; = (6.03 £ 0.012) y w, = (6.06 + 0.010)
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B. Masas lguales

En este caso el arreglo pertenece al de dos péndulos unidos por un resorte de constante elastica k
con masas iguales conectadas de la misma manera descrita anteriormente a los sensores, teniendo
las condiciones iniciales propuestas en la tabla 1

Procediendo de la misma manera que en el apartado anterior y después de realizar el ajuste
mostramos en la figura 6 las dos oscilaciones de los sensores con respecto al angulo y del tiempo
donde se obtuvieron en un minuto 1311 datos, de los cuales para realizar el analisis y determinar la
frecuencia, solamente se consideraron 10 seg, debido a que las condiciones del experimento
mostraron el alcance de las fuerzas dispativas y en las soluciones que hemos presentado en la parte
tedrica solo hemos considerado las soluciones ideales, por ello con la intencion de reducir . Con
ayuda de un ajuste sinoidal en este fragmento de grafica nos permite obtener una w, = (6.03 +
0.012) y w, = (6.06 + 0.010).

En el momento final de la experimentacién el sistema presento un amortiguamiento y una frecuencia
el cual llamaremos frecuencia experimental de w,,;, = (5.87 + 0.039).

Con respecto a la teoria podemos decir que esta frecuencia experimental y la frecuencia teorica
Wexp = (5.87£0.039) Y Wreorica = (6.09 £0.001) podemos indicar que la frecuencia de

amortiguamiento experimental la variacion esta dentro de los términos de la teoria.

En el caso del segundo modo de vibracion w;, = 23.48, para determinar este modo es necesario
las dos frecuencias w; y w, las cuales se determinara un promedio que se llamara wp y conociendo

2 2
que wg = \/[(w”) (wp) ]/2 = 16.04 este resultante w; = 16.51 el cual si se compara con el valor

de la wyp = /k/m = 16.51 donde el error experimental es del 2.82%.

DA,
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Figura 6. Resultados experimentales para las dos frecuencias.
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3. CONCLUSIONES

En este trabajo presentamos los distintos enfoques para obtener los modos normales de oscilacion
del sistema dos péndulos méas resorte con dos masas mi y mz, mostramos que en las tres
formulaciones siempre es posible obtener el mismo sistema de ecuaciones de movimiento cuya
solucion es esencialmente la misma.

A pesar de que el estudio tedrico parece ser significativamente sencillo, un estudio experimental de
dos péndulos acoplados muestra que la dinamica del sistema puede ser notablemente compleja para
un sistema aparentemente tan simple.

Sin embargo, es posible buscar soluciones armonicas los llamados modos normales en los que el
sistema oscila como un todo de frecuencias bien determinadas.
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