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RESUMEN: 
En este trabajo se presenta el diseño, construcción y modelado de un manipulador planar robótico 
para futuras aplicaciones de reaprendizaje en el movimiento de extremidades superiores en 
personas con discapacidades motrices. Así mismo, se muestra la instrumentación y prueba de una 
ley de control básica del tipo PD. 
El prototipo consiste en un manipulador planar de 2 grados de libertad constituido 
fundamentalmente por un mecanismo de cuatro barras tipo paralelogramo, impulsado mediante 
dos motores de corriente continua a los que se les acopló un decodificador óptico para medir la 
posición, y de manera indirecta la velocidad y la aceleración. 
En primer lugar se realizó un diseño conceptual, para la selección de la arquitectura y morfología 
del mecanismo. Una vez decidida la forma general del mecanismo se realizó el análisis cinemático, 
para determinar si los desplazamientos, velocidades y aceleraciones son los adecuados para la 
tarea que ha de realizar el robot. Posteriormente se realizó la síntesis o diseño cinemático, que 
consiste en determinar las dimensiones del mecanismo para que realice de forma adecuada la 
tarea para la que ha sido diseñado. Mediante el análisis de esfuerzos, se verificaron los puntos 
críticos de fatiga de los materiales en las secciones transversales y en los puntos de apoyo, para 
dibujar los planos a gran detalle del sistema robótico y construir el prototipo. Posteriormente se 
obtuvieron los modelos dinámico y cinemáticos; directo e inverso, a partir de las ecuaciones de 
Euler−Lagrange. Utilizando mediciones geométricas y trigonométricas elementales, y utilizando 
software CAD se verificaron los modelos cinemáticos, lo que permite concluir que son correctos 
para el espacio de trabajo del robot. Finalmente, mediante una ley de control clásica del tipo PD, se 
efectuaron pruebas de seguimiento de trayectorias. 
                                                                                                                             
1. INTRODUCCIÓN 
La robótica es una disciplina científica que aborda la investigación y desarrollo de una clase 
particular de sistemas mecánicos, denominados robots, diseñados para realizar una amplia 
variedad de aplicaciones industriales, científicas, domésticas y comerciales. 
La naturaleza multidisciplinaria de la robótica permite involucrar una gran cantidad de áreas de 
conocimiento tales como matemáticas, física, electrónica, computación, visión e inteligencia 
artificial, entre otras. Por otro lado, aun cuando la robótica es un área inminentemente experimental 
todos sus resultados están sustentados con un estricto rigor científico. 
Desde el punto de vista científico, los robots como objetos de estudio ofrecen un amplio espectro 
en la formulación de problemas teórico prácticos debido a la naturaleza no lineal y multivariable de 
su comportamiento dinámico. 
La robótica se ha convertido en un área clave y estratégica para todo país en desarrollo, es 
sinónimo de la modernización y coadyuva a proporcionar bienestar a la sociedad.  
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2. DISEÑO DEL MANIPULADOR ROBÓTICO 
El robot a diseñar es del tipo manipulador planar. Inicialmente el robot será diseñado para que 
cumpla funciones de posicionamiento, a medida que avance la investigación se podrá añadir la 
capacidad de carga, retroalimentación de fuerza, etc.; y finalmente podría ser adaptado para que 
realice otras aplicaciones. 
El manipulador contará con cuatro eslabones y dos grados de libertad. Cada uno de los grados de 
libertad será una articulación del tipo rotacional o revoluta. Tanto los eslabones como las 
articulaciones servirán para posicionar el extremo del robot en la posición deseada y permitirá 
realizar ejercicios de posicionamiento espacial. 
Los requerimientos de maniobrabilidad, que refleja el rendimiento del sistema motor humano, nos 
sugiere evitar soluciones basadas en motores lineales que normalmente utilizan los engranajes no 
reversibles. Por la misma razón se evitó el típico diseño robótico basado en cadenas cinemáticas 
con un motor y engranaje armónico para cada articulación. La clase de solución elegida se basa en 
un mecanismo de cuatro barras, con accionamiento directo por motores (Figura 1): un motor 
acciona una manivela, que transmite el movimiento al antebrazo por medio de una biela. Cada uno 
de los motores corresponde a las dos coordenadas articulares que posee el mecanismo. Las 
principales características de este arreglo son: 
• Buena rigidez de la estructura. 
• Accionamiento directo del manipulador, lo que elimina cualquier holgura en la transmisión de 

fuerza/movimiento. 
• Reducción de la inercia total, porque la mayor parte de la masa esta fija, o cerca de los ejes de 

rotación. 

 

Figura 1.  Estructura mecánica del manipulador. 

El siguiente paso en el diseño es abordar tres requisitos básicos que son en parte contradictorios: 
1. Gran espacio de trabajo, 
2. Alto nivel de la fuerza generada por la manija, y 
3. Alto grado de manipulación en todo el espacio de trabajo. 
De hecho, el espacio de trabajo se incrementa con el tamaño del manipulador, contrario a la 
proporción de la fuerza y la torsión, es decir, la fuerza generada por la manija por unidad de torque 
motriz, decrece. Una menor proporción de la fuerza y la torsión implica la necesidad de motores 
más potentes con el fin de garantizar un determinado nivel de fuerza de la mano. Un grado elevado 
y uniforme de manipulación realza la maniobrabilidad del manipulador, simplificando así su control. 
Considerando todas estas variables y haciendo una revisión de los robots manipuladores 
existentes para tareas de rehabilitación, se observó principalmente el tamaño de los eslabones y el 
alcance total. Luego de la revisión de los manipuladores, se realiza una propuesta para las 
dimensiones. 
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3. DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN MECÁNICA 
Una de las cosas a evitar, es la fricción en cada una de las articulaciones, para esto se utilizaron 
baleros, ya que con estos se obtiene un mínimo de fricción aparte de ser ligeros y pequeños, esto 
con la finalidad de implementar (posteriormente) aplicaciones en interfaces hápticas, en el que la 
dinámica de fricción debe ser mínima. 
En la Figura 2 se muestra un esquema general del robot manipulador propuesto. Para cumplir con 
el requisito de poco peso, se trabaja con tubo de acero inoxidable y aluminio como materiales 
principales del cuerpo del manipulador. 
Para simplificar el proceso de fabricación y el diseño, se utiliza un tubo comercial de acero 
inoxidable ornamental cédula 16 AISI −304 de 25.4 mm (1 pulgada). Luego a los eslabones se les 
coloca en los extremos conectores maquinados de aluminio 1100 −O, donde se alojan cojinetes 
con el fin de crear los puntos de unión entre los eslabones. A los eslabones 1 y 2 se le atornillan 
conectores de aluminio que permiten acoplar de manera directa los motores sin necesidad de 
utilizar una transmisión compleja. 
A medida que se diseñan las piezas del manipulador, se van digitalizando tridimensionalmente en 
el programa CAD de manera que se pueden hacer análisis y comprobaciones del mecanismo 
mientras se diseña, y así minimizar errores durante la fase de diseño. Una vez digitalizadas cada 
una de las piezas de los eslabones, se realiza el ensamblaje de las mismas, y se comprueba el 
rango de movimiento de las mismas. 

 
Figura 2.  Manipulador planar robótico. 

4. MODELADO CINEMÁTICO Y DINÁMICO 
Se define primeramente el marco referencial inercial como un sistema cartesiano de 2 dimensiones 
cuyo origen se localiza exactamente en la primera articulación del robot, tal y como se muestra en 
la Figura 3. Cabe mencionar que la coordenada articular  se mide a partir del eje horizontal X 
positivo, y la coordenada articular  se mide a partir del eje vertical Y negativo, ambos en sentido 
antihorario. Las coordenadas cartesianas x y y denotan la posición del extremo final del eslabón 4 
con respecto al marco referencial inercial. Ambas coordenadas cartesianas x y y dependen de las 
coordenadas articulares  y . La relación entre ellas define al modelo cinemático directo 
propiamente dicho. 
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Figura 3.  Manipulador robótico de 2 grados de libertad. 

Para el caso del robot de 2 grados de libertad, es inmediato verificar que el modelo cinemático 
directo viene dado por: 

 1 1 4 2cos( ) sin( )x l q l q= +  (1) 

 ( ) ( )1 1 4 2sin cosy l q l q= −  (2) 

A partir del modelo cinemático directo puede obtenerse también la siguiente relación de 
velocidades: 

 1 1 4 2 1 1

1 1 4 2 2 2

sin( ) cos( )
( )

cos( ) sin( )
l q l q q qx

J q
l q l q q qy
−      

= =      
       

 

 
 (3) 

También resulta cierta la siguiente relación de aceleraciones: 

 1 1

2 2

( ) ( )
q qx d J q J q
q qy dt
      = +            

 

 
 (4) 

El modelo cinemático inverso permite obtener las posiciones articulares q  en términos de la 
posición y orientación del extremo final del último eslabón referido al marco referencial cartesiano 
de base. A partir de esta información pueden obtenerse las posiciones, velocidades y  
aceleraciones articulares deseadas: 

 1 1 4 12
1

1 4 12

sin( )
tan tan

cos( )
l qyq

x l l q
− −   = +    +   

 (5) 

 2 1 12 90 ,q q q= − + °  (6) 

 

 
2 2 2 2

1 1 4
12

1 4

cos
2

x y l lq
l l

−  + − −
=  

 
 (7) 

Adicionalmente, pueden obtenerse las siguientes relaciones de velocidad y aceleración, que 
resultan válidas siempre y cuando el robot no se encuentre en configuraciones singulares, para 
cuando el jacobiano ( )J q  no sea singular: 
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 1 1

2

( )
q x

J q
q y

−   
=   

  

 

 
 (8) 

 

1

1 1 1 1

2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

d J q
dt

q x xdJ q J q J q J q
q y ydt

−

− − −

 
 

      = − +            

  

  


 (9) 

La energía cinética ( , )K q q  puede descomponerse en la suma de cuatro partes: 

1 2 3 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )K q q K q q K q q K q q K q q= + + +      donde 1( , ),K q q  2 ( , ),K q q  3 ( , )K q q  y 4 ( , )K q q  son las 
energías cinéticas asociadas a las masas 1,m  2 ,m  3 ,m  y 4m  respectivamente. 

La energía cinética correspondiente al movimiento de cada eslabón  se obtiene como: 

 21 1( , )
2 2

TK q q mv v Iω= +  (10) 

De forma similar, la energía potencial puede descomponerse como la suma de 4 partes: 
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )U q U q U q U q U q= + + +  donde 1( ),U q  2 ( ),U q  3 ( ),U q  y 4 ( )U q  son las energías 

potenciales asociadas a las masas 1,m  2 ,m  3 ,m  y 4 ,m  respectivamente. Debido a que el robot se 
desplaza en el plano horizontal, la energía potencial es nula, ( ) 0.U q =  

El lagrangiano ( , )L q q  de un robot manipulador es la diferencia entre su energía cinética ( , )K q q  y 
su energía potencial ( )U q : 

 ( , ) ( , ) ( )L q q K q q U q= −   (11) 

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un manipulador de n  grados de libertad, 
vienen dadas por: 

 ( ) ( ),, ,
L q qL q qd

qdt q τ
 
 
  

∂∂
− =∂∂




 (12) 

donde τ  son las fuerzas y pares ejercidos externamente. 

El modelo dinámico puede ser expresado de la siguiente forma: 

11 12 11 12 1

21 22 21 22 2

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
,

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( )

D q D q C q q C q q G q
q q

D q D q C q q C q q G q
D q C q q G q

τ
     
     
          

+ + =
  

 
 

 



 

donde 

( )
( ) ( )

2 2 2
3 2 3 4 1 411 1 1 3 3 4 1 1 3 4 12 1 2 3 4

2 2 2
21 3 2 3 4 1 4 1 2 3 4 22 2 2 3 2 4 4 2 3 4

11 12 3 2 3 4 1 4 1

( ) ,  ( ) sin( ) ,
( ) sin , ( ) ,

( , ) 0, ( , ) cos(

c cc c

c c c c

c c

D q m l m l m l I I I D q m l l m l l q q I I
D q m l l m l l q q I I D q m l m l m l I I I
C q q C q q m l l m l l q  

= + + + + + = − + − + +

=− + − + + = + + + + +

= = +  2 2

21 3 2 3 4 1 4 1 2 1 22

21

) ,

( , ) cos( ) , ( , ) 0,

( ) 0, ( ) 0.
c c

q q
C q q m l l m l l q q q C q q
G q G q

  

−

=− + − =

= =



  
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5.  TÉCNICA DE CONTROL 
En movimiento libre el efector final del robot planar es manipulado por el operador para crear la 
trayectoria patrón. El operador tiene la libertad de decidir cuál trayectoria patrón establecer, por lo 
tanto el robot planar no debe presentar ningún tipo de oposición al movimiento cuando el operador 
lo esté manipulando. Tomando en cuenta las condiciones previamente establecidas, el robot planar 
deberá trabajar en un régimen de movimiento libre. En éste régimen la entrada de control es: 

  = 0τ  (13) 

y la ecuación del sistema en lazo cerrado está definida como: 

  ( ) ( ,   ) ( ) 0H q q C q q q Bq g q+ + + =     (14) 

Durante el movimiento restringido, cuando el manipulador planar se mueve según la trayectoria 
patrón, el sistema utiliza un controlador de seguimiento de posición denominado PD. Éste control 
tiene un eficiente desempeño en tareas de seguimiento, logra un seguimiento robusto sin 
conocimiento de los parámetros dinámicos del robot, ni tampoco de la dinámica del robot. 
Entonces para este régimen la ecuación del sistema en lazo cerrado está definida como: 

  ( ) ( ,   ) ( )H q q C q q q Bq g q τ+ + + =     (15) 

Es un hecho bastante notable que el simple esquema de control PD para el control de referencia 
de robots rígidos puede ser rigurosamente demostrado que funciona en el caso general de la 
Ecuación (15). Un esquema común de control PD se puede escribir en forma vectorial como: 

 P DK q K qτ = − −   (16) 

donde dq q q= −  es el error entre el vector de desplazamiento articular deseado dq  y el vector de 
desplazamiento articular real q , y PK , DK  son matrices (positivas) de ganancias proporcional y 
derivativa, respectivamente. En primer lugar, se observa que, en ausencia de gravedad, es decir, si 
( )g q  es cero, la ley de control PD dada en la Ecuación (15) alcanza el seguimiento asintótico de 

las posiciones articulares deseadas. Esto, en efecto, reproduce el resultado derivado previamente 
pero es más riguroso, en el sentido de que los términos no lineales de acoplamiento no están 
aproximados por una perturbación constante. 
 
 
6. PARTE EXPERIMENTAL 
Una vez que se obtienen los parámetros estimados del modelo dinámico y después de la 
construcción e integración del sistema prototipo descrito en las secciones anteriores, se llevó a 
cabo una serie de experimentos y pruebas con el fin de verificar las hipótesis de diseño. En la 
Tabla 1 se muestran los parámetros estimados del modelo dinámico y en la Figura 4 se muestra el 
sistema prototipo integrado. 

Tabla 1. Parámetros estimados del modelo dinámico 

Eslabón Longitud Distancia al centro de masa Masa Momento de inercia 
1 

1 0.485l m=  1 0.2341cl m=  1 0.5784m kg=  2
1 0.0267I kg m= ⋅  

2 
2 0.1l m=  2 0.05cl m=  2 0.4269m kg=  3 2

2 6.133 10I kg m−= × ⋅  
3 

3 0.485l m=  3 2425cl m=  3 0.5324m kg=  2
3 0.0239I kg m= ⋅  

4 
4 0.240l m=  4 0.1805cl m=  4 0.735m kg=  2

4 0.0144I kg m= ⋅  
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Figura 4.  Prototipo robótico. 

En la Figura 5 se muestra el esquema de la integración del sistema a nivel de “hardware”. Al iniciar 
el primer ciclo la tarjeta de adquisición de datos recibe la información proveniente de los encoders 
al mover el manipulador con la trayectoria deseada, una vez terminada la cuenta; se inicia el 
segundo ciclo donde los actuadores reciben la información de la tarjeta de adquisición de datos 
previamente leídos por los encoders en el primer ciclo. Finalmente, al terminar la cuenta del 
segundo ciclo los datos son guardados en el disco duro de la PC en un archivo *.xls para su 
apropiado manejo. 

 
Figura 5.  Arquitectura de control. 

Para la ley de control implementada, la simulación en Visual Studio arroja que el error del 
seguimiento de posición es muy bajo, los dos resultados son presentados a continuación: 

  
Figura 6.  Seguimiento de posición de . Figura 7.  Seguimiento de posición de . 
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7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 
Este trabajo tuvo como propósito esencial el de construir una plataforma experimental robótica a 
partir de un diseño fundamentado en el modelo cinemático y dinámico. El diseño mecánico estuvo 
basado en un manipulador planar (mecanismo de cuatro barras tipo paralelogramo) de dos grados 
de libertad, sin efecto gravitatorio, para ello se utilizaron materiales como acero y aluminio. Se 
realizaron diversas pruebas mecánicas para constituir la versión final del robot, esto debido a 
fenómenos inherentes al mecanismo de eslabones articulados como los esfuerzos cortantes y 
torsionales, así como los relacionados a los momentos inerciales. Se realizaron estudios de las 
propiedades cinemáticas, y se corroboraron los resultados de manera experimental, describiendo 
movimientos aleatorios dentro del espacio de trabajo del robot evaluándose de manera inmediata 
los modelos cinemáticos directo e inverso, así como la manipulabilidad definida explícitamente de 
la matriz jacobiana del robot. Estos resultados motivaron a la aplicación de una ley de control 
clásica, con el propósito de cerrar el lazo con los decodificadores ópticos acoplados 
mecánicamente a los motores del robot. Los resultados reportados se describen a continuación: 
Al concluir el diseño, construcción y pruebas del manipulador planar robótico, se podrían plantear 
estudios de aprendizaje motriz y el diseño de protocolos de rehabilitación motriz que pueden 
explotar las características del sistema. El manipulador robótico es un sistema abierto y, en el 
espíritu de diseño abierto, se pretende fomentar la difusión de la terapia robótica. Esta será la línea 
de investigación aplicada. 
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