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Aniquilación de Atractor en el Mapa de Hénon Ruidoso
C. Yu. Calderón-Hermosillo y A. N. Pisarchik 
Departamento de Fotónica, Centro de Investigaciones en Óptica AC, Loma del Bosque 115, Col. Lomas del Campestre, León, Gto., México. apisarch@cio.mx y hermosillo@cio.mx
ResumEn 
El mapa de  Hénon  es uno de los sistemas dinámicos más simples que presenta coexistencia de atractores.  El método  para la aniquilación de atractores fue sugerido primeramente por Pisarchik y Goswami en el 20001  y luego fue desarrollado en otros trabajos2-8. Estudiamos la aplicabilidad del método en la región donde coexisten dos orbitas periódicas, atractor de periodo-1 y atractor de periodo-3 en un sistema con ruido. Demostramos que el ruido aditivo puede facilitar la aniquilación del atractor para algunas frecuencias de modulación, de tal forma que el atractor no deseado puede ser destruido con una pequeña señal9. Por otra parte, para otras modulaciones de frecuencia el ruido puede estabilizar el atractor.  Luego estudiamos la región donde una órbita periódica coexiste con una órbita caótica. Analizamos espectros de potencia y encontramos resonancia estocástica y resonancia determinística.
1. Introducción 

Muchos sistemas no lineales presentan la coexistencia de múltiples estados de equilibrio en algunas regiones del espacio de parámetros. Este fenómeno, referido como multiestabilidad generalizada, se encuentra en una variedad de sistemas de diferentes campos, incluyendo electrónicos, ópticos, mecánicos además de algunos modelos como el mapa de Hénon, Duffing, Rössler, van del Pol, y ecuaciones de Lorenz. En tales sistemas con multiatractores un estado final depende crucialmente de las condiciones iniciales. Sin embargo, en muchas situaciones la multiestabilidad puede crear inconvenientes, por ejemplo, en la construcción de un equipo con determinadas características. Por lo tanto, el control de la multiestabilidad es un problema importante en  ciencia no lineal aplicada. 

Un método de control de multiestabilidad en sistemas con atractores coexistentes se requiere modulación periódica del parámetro que aniquila uno o más atractores y de tal manera transforma un sistema multistable a un sistema monoestable1-8.  El atractor se destruye más fácil si el control se aplica en la frecuencia de relajación de oscilaciones o su subarmónica.  En este trabajo investigamos como el método de aniquilación de atractores funciona en sistemas ruidosos.  Es bien conocido que el ruido adicional deforma la estructura de espacio de fase y entonces puede cambiar la preferencia del sistema de elegir uno u otro de los atractores coexistentes.  Sin embargo, no se conoce como el ruido influye a sistemas modulados con coexistencia de atractores.  En el ejemplo de un mapa de Hénon, consideramos dos casos diferentes: (i) coexistencia de dos orbitas periódicas y (ii) coexistencia de una orbita periódica con una orbita caótica y al final presentamos conclusiones. 
2. DESARROLLO
2.1 Coexistencia de periodo-3 y periodo-1.

En éste trabajo demostramos que el método de aniquilación de atractor también funciona en un sistema ruidoso.  Como ejemplo, exploramos el mapa de Hénon con ruido descrito  como
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donde n es el número de iteraciones del mapa, xn y  yn son variables discretas, J = 0.9 es el Jacobiano relacionado a la disipación, ( es el parámetro, 
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 son variables aleatorias con distribución de probabilidad Gaussiana de media cero y desviación estándar unitaria, 
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 caracteriza la amplitud de ruido. En 
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= 1.095 el mapa de Hénon  sin ruido (
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= 0) muestra biestabilidad generalizada, es decir, la coexistencia de los atractores de periodo-1 y periodo-3, y el atractor de periodo-3 puede ser destruido añadiéndole una pequeña modulación al parámetro
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donde (0 = 1.095 es el valor inicial del parámetro y (0 y fc son la amplitud y frecuencia de modulación respectivamente.

   
Demostramos como ruido aditivo influye en la aniquilación del atractor. En un sistema biestable el ruido cambia la estructura de espacio de fase puede facilitar la destrucción del atractor. La figura 1 muestra curvas de aniquilación del periodo-3 en el mapa sin ruido y con valor de ruido
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= 0.0014.
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Figura 1. Curvas de aniquilación de periodo-3 sin ruido (línea roja) y con ruido (línea azul). Las líneas punteadas verticales indican las frecuencias resonantes de la frecuencia de relajación del atractor de periodo 3.

La curva de aniquilación en el mapa con ruido esta debajo de la curva de aniquilación sin ruido. Eso significa que para aniquilar el atractor de periodo-3 necesitamos aplicar una señal de modulación más pequeña. Las curvas tienen mínimos locales en las frecuencias de las armónicas, subarmónicas y combinadas de la frecuencia de relajación del periodo-3, fr = 0.11. 
    
En la figura 2 graficamos los pozos de atracción del mapa de Hénon sin modulación y sin ruido (a), con modulación y sin ruido (b) y con modulación y con ruido (c). Las figuras muestran que el ruido facilita la aniquilación del periodo-3 cuando la modulación es aplicada en la frecuencia de relajación de oscilaciones del sistema.
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Figura 2. Pozos de atracción de periodo-1 (amarillo) y periodo-3 (azul) en mapa de Hénon (a) mc = 0, ( = 0, (b) mc = 0.0079, ( = 0, y (c) mc = 0.0079, ( = 0.004. fc = 0.11.
2.2 Coexistencia de periodo-3 y caos.
En lo siguiente estudiamos el sistema en la región con coexistencia de atractores de periodo-3 y caótico. Analizamos espectros de potencia y la razón de la señal y ruido (signal-to noise ratio) (SNR). El los espectros de potencia el SNR tiene un máximo en una frecuencia de resonancia fr (SNR). Esta es llamada resonancia determinística. En un sistema no caótico con ruido este fenómeno es llamado resonancia estocástica. En la presencia de los dos, ruido y caos, este fenómeno resonante es referido como resonancia estocástica determinística. Esta frecuencia de resonancia depende del ruido y de los parámetros de modulación como lo muestran la figura 3. 
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Figura 3. Frecuencia de resonancia estocástica determinística versus (a) ruido y (b) amplitud de modulación. 
3. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos estudiado el mapa de Hénon con modulación estocástica y periódica en el régimen de coexistencia de dos atractores. El análisis de curvas de aniquilación y de pozos de atracción de atractores coexistentes de los periodo-1 y periodo-3, ha demostrado que el ruido adicional puede facilitar la aniquilación del atractor del periodo-3. En región de coexistencia del periodo-3 y caos, hemos encontrado la resonancia estocástica determinística. Hemos investigado la dependencia de la frecuencia de esta resonancia del ruido y de la amplitud de modulación. El análisis de espectros de potencia ha indicado que para pequeñas amplitudes de ruido y de modulación, la frecuencia de resonancia crece con ruido y con amplitud de modulación, aunque para grandes fuerzas externas la frecuencia de resonancia no depende de la influencia externa y la resonancia se observa en la frecuencia de relajación de oscilaciones.  Estos estudios pueden ser importantes para el desarrollo de métodos de control de sistemas multiestables ruidosos. 
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